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Kを S3内の結び目とし、h : S3 → Rを包含写像S3 ⊂ R
4と (x, y, z, w) �→ wで

定義される高さ関数R
4 → Rの合成写像とする。Kが hに関してMorse position

であるとは、hのKへの制限がMorse関数であるときをいう。a0, . . . , anをKの臨
界点で、対応する臨界値 ti = h(ai)が全ての iに対して ti−1 < tiを満たすものとす
る。正則値 si ∈ (ti−1, ti)に対して、Pi = h−1(si)を ai−1と aiの間の level sphere

という。Kのwidthを w(K) =
∑n

i=1 |Pi ∩ K|で定義する。Kが thin position

であるとは、w(K)がKのイソトピーで最小のときをいう。ai−1と aiの間の level

sphere Piが thinであるとは、ai−1が極大点であり aiが極小点であるときをいう。
同様に、ai−1と aiの間の level sphere Piが thickであるとは、ai−1が極小点であ
り aiが極大点であるときをいう。ai−1と aiの間の各 thick level sphere Piに関し
て、Kの thick regionを十分小さい正の実数 εに対して h−1([ti−1 + ε, ti − ε])で
定める。thick regionの S3内の残りの各領域をKの thin regionという。Mthin

を全ての thin regionの非交和とし、Mthickを全ての thick regionの非交和とする。
FをKと交わらないかKと横断的に交わるS3内の閉曲面とする。Fが hに関

してMorse positionにあるとは、hの F への制限がMorse関数であるときをい
う。Kと F の臨界点は互いに交わらないと仮定する。更に、次の条件を満たすと
き、F はKに関してMorse positionにあるという。

(1) F は hに関してMorse positionにある。
(2) F とKは一般の位置にあり、F ∩ KはMthickに含まれる。
(3) F の全ての極大点と極小点は Mthinに含まれ、全ての鞍点は Mthickに含ま
れる。

Mを 3次元多様体、T をMに適切に埋め込まれた 1次元多様体とし、F をM

に適切に埋め込まれた曲面で、Tと交わらないか Tと横断的に F の内部で交わる
とする。F の (M, T )内での isotopyは、全ての t ∈ [0, 1]に対して、φt(F )と T

が一般の位置にあると仮定する。Fが (M, T )内で incompressibleであるとは、
M − T 内の任意のディスクDでD ∩ F = ∂Dを満たすものに対し、F − T 内の
ディスクD′で ∂D′ = ∂Dを満たすものが存在するときをいう。Fが T と交わら
ないディスクの場合、Fが (M, T )内で incompressibleであるとは、∂M − ∂T

内の任意のディスクDで ∂D = ∂F を満たすものに対し、F ∪ Dが M − T 内
の 3次元球体の境界でないときをいう。F が T と交わらない 2次元球面の場合、



Fが (M, T )内で incompressibleであるとは、FがM − T 内の 3次元球体の境
界でないときをいう。次に、Fが (M, T )内でmeridionally incomperssibleで
あるとは、M 内の任意のディスクDで、D ∩ F = ∂Dを満たし、Dの内部で
T と 1点で交わるものに対し、F 内のディスクD′で ∂D′ = ∂Dを満たすものが
存在し、組 (D ∪ D′, (D ∪ D′) ∩ T )が (M, T )内の自明な組 (3次元球体,アーク )

の境界となるときをいう。F が T と 1点で交わるディスクの場合、F が (M, T )

内でmeridionally incompressibleであるとは、∂M 内の任意のディスクDで
∂D = ∂F を満たすものに対し、組 (F ∪D, (F ∪ D) ∩ T )が (M, T )内の自明な組
(3次元球体,アーク )の境界とならないときをいう。F が T と 2点で交わる 2次
元球面の場合、Fが (M, T )内でmeridionally incompressibleであるとは、F

が (M, T )内の自明な組 (3次元球体,アーク )の境界とならないときをいう。
K ⊂ S3を hに関してMorse positionにある結び目とし、F ⊂ S3をKに関し

てMorse positionにある閉曲面とする。更に、次の条件を満たすとき、FはKに
関して (meridionally) essential Morse positionであるという。

(4) F∩MthinとF∩Mthickの各成分は、それぞれ (Mthin, K∩Mthin)と (Mthick, K∩
Mthick)内で incompressible (かつmeridionally incompressible)である。

定理．K ⊂ S3を hに関してMorse positionにある結び目とし、F ⊂ S3をKと
交わらないか Kと横断的に交わる閉曲面で、(S3, K)内で incompressible (かつ
meridionally incompressible)であるとする。このとき、次のいずれかを満たすよ
うに F を isotopeできる。

1. F は thin level sphereである。
2. F はKに関して (meridionally) essential Morse positionにある。
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